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HERMANN HAHL 
GEOMETRISCH HOMOGENE V IERDIMENSIONALE 
REELLE  D IV IS IONSALGEBREN 
1. EINLEITUNG, DER HAUPTSATZ 
Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Klassifikation kompakter zusam- 
menh~ingender topologischer Translationsebenen. Der Punktraum solcher 
Ebenen hat die topologische Dimension 2, 4, 8 oder 16 ([18, §7], [10, 8.1]). 
In Dimension 2 erh/ilt man nur die ldassische projektive Ebene fiber den 
reellen Zahlen ([18, 7.24]). Ftir 4-dimensionale Punktmenge li gt in Arbeiten 
von Betten ([3]-[9]) bereits eine vollst/indige Obersicht tiber die homogeneren 
F/ille vor. Das verwendete Homogenitfitskriterium st dabei die Dimension 
der Gruppe aller stetigen Kollineationen als topologischer Gruppe. 
Fiir h/Sherdimensionale Punktmengen existiert noch keine systematische 
l~lbersicht. Vollst~ndig bekannt sind lediglich die Ebenen fiber den lokal- 
kompakten zusammenhfingenden echten Fastkfrpern, die yon Kalscheuer 
([15]) und Tits ([20]) klassifiziert worden sind. Diese Ebenen (mit 8-dimen- 
sionaler Punktmenge) haben 17-dimensionale Kollineationsgruppe, wie sich 
mit Hilfe yon [2] leicht ergibt. 
Neben ihnen stehen als besondere Klasse kompakter zusammenh~ingender 
Translationsebenen solche, deren duale Ebenen ebenfalls Translationsebenen 
sind (sogenannte Ebenen vom Lenz-Typ V); hierbei handelt es sich genau 
um die Ebenen, die sich fiber reellen icht notwendig assoziativen Divisions- 
algebren mit Eins koordinatisieren lassen. Diese Klasse bietet erstmals bei 
achtdimensionaler Punktmenge einen groBen Reichtum an Modellen (bei 
hbchstens vierdimensionaler Punktmenge nth/ilt sie nur die klassischen 
projektiven Ebenen fiber den reellen und den komplexen Zahlen). Divisions- 
algebren sind ein klassischer Forschungsgegenstand; offenbar wurden jedoch 
reelle Divisionsalgebren u ter dem bier leitenden topologisch-geometrischen 
Blickwinkel noch nicht systematisch untersucht. Mit den Ergebnissen aus 
[12] fiber kompakte Kollineationsgruppen als entscheidendem Beweisansatz 
k6nnen wit hier alle achtdimensionalen Ebenen dieses Typs mit mindestens 
17-dimensionaler Kollineationsgruppe b sehreiben. 
Der Formulierung des Ergebnisses seien einige Konventionen und Er- 
l~iuterungen vorausgeschickt. Sei D eine reelle Divisionsalgebra mit Eins- 
element 1; zur Unterscheidung yon der Multiplikation in den ldassischen 
K6rpern sei ihre multiplikative Verknfipfung mit o geschrieben. Die affine 
Ebene tiber D stellen wir in der Punktmenge A =D × D dar, die in kano- 
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nischer Weise die Struktur eines Yektorraums tiber R trggt. Die Geraden 
durch 0=(0, 0) sind die Untervektorr/iume W=Dx{0} (waagrechte 
Koordinatenachse), S={0}xD (senkrechte Koordinatenachse) sowie 
{(x, m ox) Ix ~ D} (Ursprungsgerade der Steigung m) ffir 0 # m s D. Die fibrigen 
Geraden der Ebene ergeben sich aus diesen als ihre sfimtlichen Translate 
unter der Translationsgruppe 
{A-~ A : (x,y),--,(x + u,y + v) /u, v6D} 
im Yektorraum A. Den ~lbergang zur projektiven Ebene ~(D) fiber D voll- 
zieht man durch Anheften einer uneigentlichen Geraden Lo~. Falls D nicht 
eine der klassischen Algebren R, C, H oder O (den einzigen Alternativ- 
kSrpern fiber R) ist, 1/il3t die Kollineationsgruppe von #(D) die uneigentliche 
Gerade Loo sowie den uneigentlichen Punkt s=Loo ^  S in S-Richtung fest; 
neben der Translationsgruppe enth~lt sie als wichtige Untergruppe die 
aufL=\{s} transitive Scherungsgruppe 
{A~ A : (x,y) ~(x ,  mox + y ) /meD} 
der Kollineationen mit Achse S und Zentrum s. Die volle Kollineations- 
gruppe G wird erzeugt yon der Translations- und Scherungsgruppe sowie 
deren Komplement Gw.s, der Gruppe der affinen Kollineationen, die die 
Koordinatenachsen W und S invariant lassen. Damit l~gt sich nun das 
Hauptergebnis formulieren: 
KLASSIFIKATIONSSATZ. Abgesehen yon der klassischen Ebene i~ber den 
Quaternionen (mit 35-dimensionaler Kollineationsgruppe) haben unter den 
achtdimensionalen kompakten topologischen projektiven Ebenen yore Lenz- 
Typ ¥ genau die im folgenden aufgeziihlten Ebenen eine mindestens 17-dimen- 
sionale Kollineationsgruppe: 
Ebenen mit 18-dimensionaler Kollineationsgruppe 
(al) die Ebenen ~--s (far 0<o~R) i~ber den Divisionsalgebren T~S=~ 4 mit 
Multiplikation 
m x -m2 -fim3-y=4 -~m4+~'=3 
- m4 + 2~xma m t m2 
m 3 + 20¢m4 --m2 mx 
1 - -  0f 2 
1 +a 2 
20~ 
Ix1 / 
X3 
txr] 
wo und ) '=  1 +~x z" 
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Identifiziert man 7 s als Vektorraum fiber die Basis der Einheitsvektoren 
= I i°l ' 0 
oj [oJ 
j = '!1 
[oj 
k ___ 
ol 
° I 0 lj 
mit dem Quaternionenk6rper H und reserviert man die fibliche Multiplikations- 
sehreibweise ffir dessen Multiplikation, so liiflt sieh die Kollineationsgruppe 
eharakterisieren dureh 1 
ae H; ze (1 ,  i ) ;  ; 
[lall = 1 = llzll 
Gw, s ist isomorph zu Zz x ~o x R ° x U(2). 
(a2) die Ebenen j -w (f'tir 0<aeR)  fiber den Divisionsalgebren Tw=R 4 mit 
Multiplikation 
[ml  [x l ]  [ml -mz  -ma-2c~m4 -m4+2o:mz [xxl2] 
~ !ii/" m, m,~ -ma x2 0 ~ 
ma ma -m,  ml m2 
[m4 [m4 ma --m2 ml 
Mit denselben Konventionen ist 
G~,,s = {A -* A : (x,y)  ~ (taxz -1, ra -1 o (ay))} 
(wiederum isomorph zu Zz x R ° x R ° x U(2)). 
(a3) die dualen Ebenen der Ebenen ~y-s. 
Ebenen mit 17-dimensionaler Kollineationsgruppe 
(b) die Ebenen ~ (ffir 0<~,  ~1)  fiber den Divisionsalgebren D~= ~4 
mit Multiplikation 
ml ixl  ITl2 o X2 
i ma X3 
m X,, 
lml --~m2 --~ma 
| 
] m2 ml  - -m4 
I m3 m4 m~ 
m4 -ma m2 
.ocm4][x~ 
m3 [ X2 
-- 11~2 X 3 
m JLx, J 
Gw, s = {A ~ A : (x, y) ~ (ra-lxa, sa-lya) ] r, s ~ R × ; a ~ H, Hall = 1} 
ist isomorph zu g~ x x ~ × x SO (3). 
1 ~× bezeichnet die multiplikative Gruppe des K6rpers ~; ~0 die Untergruppe der 
positiven Elemente. 
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(c) die Ebenen ~a (O<va<zO iiber den Divisionsalgebren Ra= C 2 yon Rees 
mit Multiplikation 
(ml)  o (Z~)=(mtz l  + m2~ze'a~. 
m2 z2 \mlz2 + mzz~ / 
dabei st herk6mrnlich notierte Multiplikation sowie die Konjugation in den 
komplexen Zahlen zu verstehen. Die Kollineationsgruppe Gw, s dieser Ebenen 
wird erzeugt yon ihrer zu C×x C × x SO(2) isomorphen Zusammenhangs- 
komponente 
{R~xR°~RaxR~:((xl~'(Y~))\\x2] Y2 
~-~((axl~, (bYt~/a 'b 'ceC×;}  
\\acx2/ \bcy2]] Ilcll = 1 
sowie den Kollineationen 
\ \ x2 /  Y2 \ x l /  Yt 
und 
Die angegebenen Ebenen sind paarweise nicht isomorph. - 
Algebraisch gewendet, klassifiziert der Satz alle vierdimensionalen reellen 
Divisionsalgebren mit mindestens 5-dimensionaler Autotopismengruppe bis 
auf Isotopie (siehe 2.3). 
Die Ebenen ~--s und ~ '~ sind, wie sieh ergeben wird, gekennzeichnet 
durch zweifache Transitivit/it der Kollineationsgruppe auf Lo~\{s}. Die 
Divisionsalgebren D~ haben dreidimensionale Automorphismengruppe (di  
sich als Kollineationsgruppe fiber den durch a~H, I[at[= 1 gegebenen Anteil 
von Gw. s ausdr~ickt) und wurden aufgrund ieser Eigenschaft in [13] klassi- 
fiziert und beschrieben. Die Algebren R~ yon Rees sind aus der Theorie der 
Divisionsalgebren schon seit langem bekannt: sie sind algebraisch gekenn- 
zeichnet durch zweidimensionale Nuklei (siehe [17]), die sich in der Kol- 
lineationsgruppe durch die Streckungen mit a, be C × ausdriicken. Auf diese 
Kennzeichnung werden wir explizit zuriickgreifen. 
Die gesuchten Ebenen werden im Beweisgang aus ihrer Kollineations- 
gruppe konstruiert. Ausgangspunkt fiir die Erfassung wesentlicher Teile der 
Kollineationsgruppe ist dabei das Ergebnis 4.2 aus [12]: es besagt hier die 
Existenz einer kompakten zusammenh/ingenden aufLo~ fast effektiv wirken- 
den Untergruppe K yon Gw, s, die zusammen mit den Streckungen mit 
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Achse L~o sowie den positiven reellen Streekungen i  S-Richtung bereits die 
Zusammenhangskomponente von Gw, s erzeug t2. Kwirkt auf der zur 4-Sph~tre 
hom6omorphen u eigentliehen Geraden L~o als Untergruppe iner kano- 
nisch wirkenden SO (4); die einfache Untergruppenstruktur yonSO (4) (§ 3) 
erlaubt eine vollst~indige ~bersicht fiber die m6glichen F~ille (§4), die dann 
im einzelnen ausgewertet werden. §5 befaBt sich mit den Ebenen (al)-(a3), 
§6 mit den Ebenen fiber den Algebren yon Rees. Der Klassifikationssatz 
ergibt sich dann aus §4 zusammen mit den Siitzen 5.1, 5.4, 5.5, 5.6 und 6.1. 
Die benftigten I formationen und Konventionen hinsichtlich Ebenen fiber 
reellen Divisionsalgebren si d vorweg in §2 zusammengestellt. 
In allen F~illen ergibt sich die Zusammenhangskomponente d r Kol- 
lineationsgruppe zwanglos einfach durch Einordnung vorhandener Infor- 
mationen i  die Clbersicht der m6gliehen Fiille des §4, und unter Benu~ung 
yon Invarianzeigenschaften di ses Normalteilers als Transformationsgruppe 
dann die volle Kollineationsgruppe sowie die Antwort auf anstehende 
Isomorphiefragen. Der in der Literatur oft verwendete algebraische Ansatz 
(Invarianz gewisser quadratischer Formen unter den in Autotopismen ein- 
gehenden linearen Abbildungen), der bier wesentlich mfihsamer gewesen 
w~ire, wurde also im Rahmen der Klassifikation voll durch Transformations- 
gruppenargumente ersetzt. 
2. EBENEN LIBER REELLEN DIVISIONSALGEBREN 
2.1. Ohne auf Feinheiten der Lenz-Barlotti-Klassifikation (vgl. [11, 3.2.10]) 
einzugehen, ennen wir eine kompakte zusammenh~ingende Translations- 
ebene 3 vom Lenz-Typ V, falls ihre Kollineationsgruppe fiir einen Punkt s 
der Translationsachse Lo~ sowie alle Geraden L dutch diesen Punkt (s, L)- 
transitiv ist (siehe auch [16, 3.1.14]). Dies bedeutet genau, dab die duale 
Ebene ebenfalls eine Translationsebene mits als Translationsachse i t. Der 
Punkt s werde daher als Translationszentrum bezeichnet. Nach [1, Satz 4] 
handelt es sich genau m die Ebenen, die bezfiglich irgendeines Koordinaten- 
systems mit L~o als uneigentlicher Geraden und mit dutch s gehender zweiter 
Koordinatenachse von einem distribufiven Quasik6rper koordinatisiert 
werden. Da die hier betrachteten Ebenen kompakt und zusammenh~ingend 
2 Es sei angemerkt, dab sich im Spezialfall von Ebenen vom Lenz-Typ V der in [12] all- 
gemein ffir Translationsebenen gegebene B weis dieses Satzes bei gleicher Grundidee in
den techniscfien Einzelheiten stark vereinfachen l~iBt, indem man die Linearit~it der 
Wirkung auf L,o (vgl. 2.4) ausnfitzt. 
3 Hinsichtlich Definition und Topologie yon kompakten Translationsebenen und ihren 
Kollineationsgruppen sowie den sie koordinatisierenden lokalkompakten Quasik6rpern 
fmdet man die n6tigen I formationen in [12], insbesondere unter 2.1, 2.4 und §3 zusam- 
mengestellt. 
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sind und da jeder lokalkompakte zusammenh/ingende Quasik6rper den 
Kfrper R enth/ilt, erhalten wir als Koordinatenbereiche also genau die 
reellen Divisionsalgebren mit Einselement. Existiert auBer snoch ein weiteres 
Translationszentrum, so sind wegen der Transitivit~it der Scherungsgruppe 
aufL~o\{s} alle Punkte yon Loo Translationszentren; nach [1, Satz 4] ist dies 
gleichbedeutend damit, dab der Koordinatenbereich ein Alternativk6rper 
ist. Da jede 1- oder 2-dimensionale r elle Divisionsalgebra isomorph zu R 
oder C und jeder Alternativkfrper fiber R isomorph zu N, C, H oder O 
ist ([18, 7.27]), kommen hier auBer den klassischen Ebenen fiber diesen 
Bereichen ur 8- oder 16-dimensionale Ebenen mit eindeufig bestimmtem 
Translationszentrum s in Betracht. Zusammen mit [16, 8.3] oder [12, 3.2] 
ergibt sich sofort, dab dann die voile Kollineafionsgruppe Translationsachse 
und Translationszentrum festl/iBt. 
Im folgenden bezeichne N eine topologische projektive Ebene dieses Typs. 
Das Gesagte legt nahe, sie sich in der Regel als affine Ebene (mit L~o als un- 
eigentlicher Geraden) zu repr/isentieren. Diese werden wir, wie in § 1 an- 
gegeben, in der Punktmenge A = D x D fiber einer reellen Divisionsalgebra 
(der Dimension 4 oder 8) darstellen. 
2.2. Jede Kollineation yon ~ ist stetig; allgemeiner noch: 
Ein Isomorphismus zweier kompakter zusammenhiingender Ebenen vom 
Lenz-Typ V ist stetig (sofern es sich nicht um die klassische Ebene fiber C 
handelt). 
Er kann n~imlich in Koordinaten beschrieben werden durch einen Iso- 
morphismus (der additiven und multiplikativen Struktur) zweier geeignet 
gew/ihlter koordinafisierender Divisionsalgebren; Isomorphismen reeller 
Divisionsalgebren sind linear, wenn man yon C absieht (vgl. [13, § 1]) und 
folglich stetig. [] 
Unter einem (linearen) Isotopismus einer eellen Divisionsalgebra D auf eine 
reelle Divisionsalgebra D' verstehen wir im folgenden ein Tripel linearer 
Abbildungen P, B, C yon D auf D' mit 
C (mo x) = P(m) o B(x). (.) 
2.3. Die Gruppe Grr, s der (affinen) Kollineationen yon ~, die die Koordinaten- 
achsen W= O x {0} und S = {0} x D festlassen, laflt sieh in kanonischer Weise 
identifizieren mit der Gruppe der Autotopismen yon D. 
Eine solche Kollineation ist n~nlich yon der Form 
(B, C) : A = DxD~ A :(x,y) ~--~(Bx, Cy) 
und einfache geometrische Argumente zeigen, dab die Abbildungen B,C: 
D~D additiv und dann sogar linear (da stetig) sind. Hat die Bildgerade der 
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Ursprungsgeraden der Steigung m~D die Steigung P(m), d.h. gilt die Be- 
ziehung (,), so ist die dadurch definierte Abbildung P:D~D ebenfalls 
additiv (und aus Stetigkeitsgriinden wieder linear): P(ml+m2)oB(1) 
= C(ml + m2) = P(ml)o B(1) + P(m2) o B(1) = (P(ml) + P(m2)) o B(1); man kfir- 
ze nun B(1). [] 
Identifiziert man Loo\{s) mit dem Bfisehel der von S verschiedenen Ur- 
sprungsgeraden u d dieses wiederum fiber die Steigungen mit D, so besehreibt 
P die Wirkung der Kollineation (B, C) auf der uneigentliehen Geraden. Mit 
diesen Identifikationen ist die folgende Aussage gewonnen, die wir als 
Besonderheit gegenfiber den Yerh/iltnissen bei Translationsebenen im all- 
gemeinen (vgl. [12, 4.1 ]) hervorheben: 
2.4. Gw.s wirkt linear auf der uneigentlichen Geraden. [] 
Auch im folgenden Satz liegt der Akzent auf der Linear.it~it; ansonsten ist 
er aus der Theorie der Divisionsalgebren wohlbekannt (vgl. [14, Theorem 
3.11]): 
2.5. Zwei projektive Ebenen ~ und ~'  fiber reellen Divisionsalgebren D und D' 
sind genau dann isomorph, wenn D und D' linear isotop sind. 
Beweis. Handelt es sich um die Moufang-Ebenen fiber •, C, H oder 0, 
so sind die Koordinatenbereiche sogar isomorph, da es keine anderen 
Alternativk6rper fiber R gibt. Im andern Fall ffihrt ein Ebenenisomorphis- 
mus das ausgezeichnete Punkt-Geradenpaar (s,L~o) in das entspreehende 
fiber und kann dann mit Translationen und Scherungen so modifiziert 
werden, dab er die Koordinatenachsen der einen Ebene in die der anderen 
fiberffihrt. Er 1/iBt sich dann genau wie in 2.3 einem linearen Isotopismus 
von D auf D' zuordnen. [] 
2.6. (Charakterisierung von Streckungen) Linksnukleus, Mittelnukleus bzw. 
Rechtsnukleus (oder auch Kern) von D sind detiniert als 
N~(D) = {a~D / Ax ,  y~ D :ao(xo  y) = (aox)o y} 
N~,(D) = {a ~ D / A x, y ~ D :x o (a o y) = (x o a) o y} 
KerD = No(D ) = {a ~ D / A x, y ~ D :xo(yoa)  = (x oy) o a}. 
Es handelt sich um abgeschlossene Unterk6rper yon D, die das zu R iso- 
morphe lineare Erzeugnis yon 1 ~D enthalten; nach dem Satz yon Pontrjagin 
sind sie folglich isomorph zu R oder C (falls dimD=4) bzw. •, Coder H 
(fiir dimD=8), sofern nicht D selbst einer der klass~schen K6rper ist. Sie 
dienen zur algebraischen Erfassung gewisser Homologiegruppen i  der 
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Kollineationsgruppe G der Ebene N fiber D; ffir die Koordinatenachsen S 
und W und ihre uneigentlichen Punkte s und w hat man* 
6to, L=~ = {(x, y) t~ (x o a, y o a) / 0 ¢ a e Ker D} 
( Streckungen ) 
Gtw.s] = {(x, y) ~ (a o x, y) / 0 # a ~ N~(D)} 
( Streckungen in W-Richtung) 
Gts,w ] = {(x, y) ~ (x, a o y) / 0 # a e Na(D)}, 
( Streckungen in S-Richtung) 
etwa nach [16, 8.4.2] sowie [19, 2.5 und 2.4]. Diese Gruppen sind also iso- 
morph zu R ×, C × oder H×; sie stellen gerade die Ineffektivitgtskerne d r 
Wirkung yon Gw, s auf L~,  S und W dar (d. h. die Gruppen derjenigen 
Kollineationen, die die jeweilige Gerade punktweise fest!assen). 
Da die gr6Bte kompakte Untergruppe yon C × bzw. H × Dimension 1 bzw. 3 
hat, kann im Fall d im#=8 (bzw. d imN=16)  insbesondere keine kom- 
pakte Untergruppe von Gw, s einer Dimension gr6Ber 1 (bzw. 3) ineffektiv 
auf W oder S wirken - sofern nicht D ein K6rper, d.h. ~ die klassische 
desarguesche Ebene fiber den Quaternionen ist. 
3. WIRKUNGEN ORTHOGONALER GRUPPEN 
Multiplikation bedeutet in diesem Abschnitt stets die Mulfiplikafion in den 
Quaternionen, die wir als Vektorraum entlang der fiblichen Basis {1, i, j, k} 
mit ~4 identifizieren. Wir fassen 0(3) mit der natfirlichen Wirknng auf dem 
yon i, j, k aufgespannten R 3 stets als Untergruppe yon 0(4) auf und be- 
trachten die kompakten multiplikativen Gruppen 
Spin(3) = {a ~ H ] 114 -- 1} 
T = {zs<l , i>  / Ilzll = 1} -~ SO(2). 
Bekanntlich ist 
zc : Spin(3) x Spin(3) -~ SO(4) : (a, b) ~ (x ~ axb-1) 
eine zweifaehe Oberlagerung topologischer Gruppen, deren Einschr/inkun- 
gen auf Spin(3) x -0- bzw. die Diagonale zu zweifachen Oberlagerungen 
zl : Spin(3) x ~- ~ U(2) = U(2, C) : (a, z) ~, (x ~ axz-a) 
und 
: Spin(3) ~ SO(3) : a ~ (x ~ axa-1) 
fiihrt. 
4 Ffir eine Kollineationsgruppe A bezeichnet A[~, L] wie fiblich die Gruppe der Kollinea- 
tionen aus A rnit Zentrum p und Achse L. 
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Die echten zusammenh~ingenden abgeschlossenen U tergruppen von 
Spin(3) und SO(3) sind genau die eindimensionalen Torusuntergruppen; 
diese sind paarweise konjugiert. Spin(3) und SO(3) haben nur innere Auto- 
morphismen; SO (3) ist einfach und Spin (3) besitzt als einzigen ichttrivialen 
Normalteiler das Zentrum {1, -1} (vgl. etwa [7, S.40ff.]). 
Indem man Faktorprojektionen betrachtet, einfache Oberlagerungsargu- 
mente anwendet und insbesondere beachtet, dab Spin(3) als einfach zu- 
sammenh/ingende Gruppe nicht echt iiberlagert werden kann, erh~ilt man 
aus diesen Informationen die im folgenden /jtzliche ~lbersicht fiber die 
Untergruppen yon Spin(3) x Spin (3): 
3.1. Spin(3)x Spin(3) besitzt genau die folgenden zusammenhiingenden ab- 
geschlossenen Untergruppen: ein- und zweidimensionale Torusgruppen; die 
Normalt eiler Spin(3)x {1} und {1} x Spin(3); die siimt lieh zur Diag onalen 
konjugierten Untergruppen {(a, q~(a)) / aeSpin(3)}, wo ~o ein (innerer) Auto- 
morphismus yon Spin(3) ist; die vierdimensionalen U tergruppen Spin(3) x T 
und Tx  Spin(3) mit einer eindimensionalen Torusuntergruppe T yon Spin(3). 
Unter der Oberlagerung ~ folgt hieraus 
SO (4) besitzt genau die folgenden zusammenhiingenden abgesehlossenen U ter- 
gruppen : ein- und zweidimensionale Torusgruppen ; die zu Spin (3) isomorphen 
Normalteiler 
und 
LO(4) = {x ~ ax / a ~ Spin(3)} 
RO(4) = {x ~ xb -~ ] b ~ Spin(3)}, 
die in 0(4) (unter H ~ H :x i~.~) konjugiert sind; die dreidimensionalen zu SO (3) 
_cSO(4) konjugierten Untergruppen; schliefllieh vierdimensionale in 0(4) 
siimtlieh zu U(2) konjugierte Untergruppen. [] 
Es folgen einige technische Aussagen, die im weiteren ben6tigt werden: 
3.2. Sei 99: Spin(3)~GL(4, ~) ein nichttrivialer Homomorphismus mit nicht- 
trivialem Kern. Dann existiert ein innerer Automorphismus ~pyon GL(4, ~) 
so, daft 
~o o ~p = zc : Spin(3) ~ SO(3) _~ GL(4, R) : a J~ (x ~ axa-1). 
Beweis. Bis auf inneren Automorphismus yon GL(4, R) tiegt 9(Spin(3)) 
in SO(4) und nach 3.1 k6nnen wit sogar annehmen, dab ~(Spin(3))=SO(3) 
_~SO(4). Sowohl 9 als auch zc sind dann universelle Oberlagerungen von 
SO (3); folglich existiert ein (innerer) Automorphismus ~7: Spin (3)~ Spin (3): 
a~bab -1 (beSpin(3) fest) mit 9o~/=n. F/Jr alle xeH gilt dann axa -1 
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=9(bab-~)(x)=(9(b)og(a)og(b)-~)(x) und der yon 9(b)sGL(4, R) indu- 
zierte innere Automorphismus ~oist der gesuchte. [] 
3.3. Spin(3)x T oder Spin(3)x Spin(3) wirke linear und fast effektiv auf R*. 
Dann wirkt Spin(3)x {1 } linear konjugiert zu LO (4) und folglich effektiv. 
Beweis. Sei 9:Spin(3)xT~GL(4, R) der die Wirkung beschreibende 
Homomorphismus mit endlichem Kern. Die vierdimensionale Bildgruppe 
ist nach 3.1 bis auf inneren Automorphismus gleich U(2); da LO(4) der 
einzige dreidimensionale zusammenh~ingende Normalteiler yon U(2) ist, 
ist dann die Einschr~nkung yon 9 auf Spin(3)x {1} eine t3berlagerung 
Spin(3) x {1 }~LO (4) ~ Spin (3) und folglich ein Isomorphismus. - Die ent- 
sprechende Aussage ffir Spin(3)xSpin(3) ergibt sich daraus durch Ein- 
schr/inkung auf die Untergruppe Spin (3) x T. [] 
Nach diesen gruppentheoretischen Aussagen studieren wir einige ortho- 
gonale Gruppen als Kollineationsgruppen: 
3.4. Spin(3)-LEMMA. In einer achtdimensionalen kompakten projektiven 
Ebene ~ yore Lenz-Typ V wirke eine kompakte zusammenhiingende Unter- 
gruppe A yon Grv, s fast effektiv auf Loo als Spin(3). Dann ist A isomorph zu 
Spin(3) und kann nicht sowohl auf W als auch auf S effektiv wirken. Ist 
nicht desarguesch, so stellt sich folglich A auf der affinen Ebene Wx S (bei 
geeigneter Identifikation der affinen Geraden W und S mit H) als 
oder 
A = {(x, y) ~ (ax, aya -1) / a e Spin(3)} 
A = {(x, y) ~ (axa-1, ay) / a ~ Spin(3)} 
(1) 
(2) 
dar. Der Kern der Ebene ist dann ferner stets isomorph zu R. 
Beweis. Die kanonische Abbildung s A~AIL~-Sp in (3)  ist eine ~ber- 
lagerung und daher, da Spin(3) nicht echt iiberlagert werden kann, ein 
Isomorphismus; also ist A~Spin(3) und wirkt sogar effektiv auf Loo. 
A wirkt linear auf W und S (2.3); die kompakten zusammenh/ingenden 
Gruppen A [ W und A I S k6nnen daher bei geeigneter Identifikation yon 
W und S mit H als Untergruppen yon SO(4) aufgefaBt werden. 
Wiirde A effektiv auf W und S wirken, so w/iren dann A I W und A [ S 
o.B.d.A, gleich LO(4) (3.1) und A ware beziiglich geeigneter Koordinaten 
die Gruppe 
{(x, y) ~ (ax, ay) / a e Spin(3)}. 
5 Ftir eine Fixgerade L einer Kollineationsgruppe A bezeichnet A IL die von A in L 
induzierte Gruppe von Transformationen. 
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A enthielte dann aber das nichttriviale Element (x, y )~( -x ,  -y )  der 
Streekungsgruppe d r Ebene, w/ire also nicht effektiv auf L=, ein Wider- 
spruch. 
Bis auf Yertauschung yon W und S kSnnen wit also annehmen, dab die 
kanonische Abbildung Spin(3)~-A~AIW kein Isomorphismus i t. Der 
Kern dieser Abbildung (d.h. der Ineffektivit/itskem von A auf W) ist ent- 
weder ganz A oder das zweielementige Z ntrum. Der erste Fall ist nach der 
Charakterisierung 2.6 yon Streckungen aus Dimensionsgriinden ausge- 
schlossen, wenn man yon der desargueschen Ebene tiber den Quaternionen 
absieht. Im verbleibenden zweiten Fall ergibt sich aus 3.2 bis auf Konjugation 
in GL(4, R), d.h. bei geeigneter Identifikation von Wmit H 
A [ W = {x w, axa-1 / a ~ Spin(3)}. 
Dann muB aber A auf der zweiten Koordinatengeraden S effektiv wirken: 
sonst h/itte das nichttriviale Zentrum von A sowohl W wie S als Achse, was 
unm6glich ist. Bis auf geeignete Identifikation von S mit H ist also A ] S = 
=LO(4) und naeh 3.2 kann A auf der affinen Ebene durch (2) beschrieben 
werden. (1) erh/ilt man dureh Yertausehung yon S und W in den vorstehen- 
den Argumenten. 
W/ire der Kern der Ebene isomorph zu C, so enthielte die Streckungs- 
gruppe Gco,L=~ eine eindimensionale Torusgruppe T. GEo,L=~ kommutiert 
mit der zusammenh/ingenden Gruppe A ([12, 4.1 ]) und wegen der Effektivit/it 
yon A auf L® w/ire A c~ T= {id); also w/ire die von A und T erzeugte Kol- 
lineationsgruppe gleieh A.T~Spin(3)×Y. Sie k6nnte nieht fast effektiv 
sowohl auf S als auch auf W wirken, da nach 3.3 dann A auf beiden effektiv 
wirken miiBte, was wir ausgeschlossen haben. Sie h/itte also auf einer der 
beiden Geraden einen mindestens eindimensionalen Normalteiler als In- 
effektivit/itskern, ffir dessen Zusammenhangskomponente nur T in Frage 
k/ime (da aus Dimensionsgriinden ineffektive Wirkung von A wie gezeigt 
im nicht desarguesehen Fall ausgeschlossen ist). Dies steht im Widersprueh 
dazu, dab Tals Untergruppe von GEo,L=~ effektiv auf Wund S wirkt. Also 
kann der Kern der Ebene nur isomorph zu • sein. [] 
3.5. LEMMA. Besitzt eine kompakte aehtdimensionale projektive Ebene 
vom Lenz-Typ V eine kompakte zusammenhiingende Untergruppe K von Gw. s, 
die auf L® fast effektiv und als SO(4) wirkt, so ist ~ die desarguesehe Ebene 
fiber den Quaternionen. 
Beweis. K tiberlagert K IL~ ~-SO(4) endlich und ist daher isomorph zu 
SO(4) oder deren universetler ~-berlagerung Spin(3) x Spin(3). Dann kann K 
nicht fast effektiv sowohl auf W als auch auf S wirken: nach 3.3 wiirden 
n~imlich sonst die zu Spin(3) isomorphen Normalteiler von K effektiv auf 
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allen drei Geraden Loo, W und S wirken, was nach dem Spin(3)-Lemma 
ausgeschlossen ist. K hat also auf einer der beiden Geraden W, S einen 
mindestens eindimensionalen Normalteiler als Ineffektivit/itskern, dessen 
Zusammenhangskomponente nach 3.1 isomorph zu Spin(3), also drei- 
dimensional ist. Nach der Charakterisierung 2.6von Streckungen istfolglich 
desarguesch. []
4. ~.~BERSICHT 13BER DIE ACHTDIMENSIONALEN EBENEN 
VOM LENZ-TYP V MIT GROSSER KOLLINEATIONSGRUPPE 
Im folgenden sei ~ eine nicht desarguesche achtdimensionale kompakte 
projektive Ebene vom Lenz-Typ V, deren Kollineationsgruppe G mindestens 
Dimension 17 hat. Es soll jetzt eine ~3bersicht fiber verschiedene M6glich- 
keiten fiir die Struktur yon G, insbesondere ihrer Zusammenhangskompo- 
nente/~, hergeleitet werden. 
Neben der achtdimensionalen zusammenh~ingenden Tra slationsgruppe 
enth~ilt/'die (in Koordinaten fiber einer vierdimensionalen r ellen Divisions- 
algebra D notierte) vierdimensionale zusammenh~ingende Scherungsgruppe 
{(x, y) ~+ (x, m ox + y ) /m~D}.  
Da alle Kollineationen Translationsachse und Translationszentrum fest- 
lassen (2.0, ist jede Kollineation aus _P in eindeutiger Weise das Produkt 
einer Translation, einer Scherung und eines Elements der Standgruppe 
I'w,s yon/ '  auf den Koordinatenachsen W und S; folglich ist auch Fw, s 
zusammenh/ingend und die Zusammenhangskomponente yo  Gw, s. Die 
Forderung dim_P~> 17 ist gleichbedeutend mit dim/w, s i> 5. 
Da das Zentrum yon D in s~imtlichen Nuklei (2.6) liegt, enth~tlt I'w,s 
ferner die folgenden einparametrigen Streckungsgruppen: 
X= {(x,y) ~ (rx, y) /O < r~g~} 
Y= {(x, y) ,-~ (x, ry) / O < reR} 
R = {(x,y) ~, (rx, ry)/O < rz~}.  
Die ersten beiden wirken auf der uneigentlichen Geraden (mit ihrer linearen 
Struktur nach 2.3-2.4) als Gruppe der positiven reellen Streckungen, die 
letzte ineffektiv. Zur Aufklarung der Struktur yon Pw, s geniigt die Betrach- 
tung eines Komplements dieser Gruppen; ein solches kann nach dem 
Hauptsatz 4.2 von [12] sogar kompakt gew/ihlt werden; genauer: 
-Fw. s besitzt eine gr6Bte kompakte Untergruppe M und es gilt 
f fw .s=M'R 'Y .  
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Da /'w, s zusammenh/ingend ist, ist auch M zusammenh~ingend. Ferner 
exisfiert eine kompakte zusammenh~ingende auf L~ fast effektive Unter- 
gruppe K yon/'w, s mit 
/'w, s = K. -Pro. L~,~" Y; 
falls der Kern der Ebene • ist, ist schon M fast effekfiv auf L~ und also 
M=K. 
Wegen der Linearit~it der Wirkung liegt dabei/'to.z=~" Y im Zentrum yon 
/'w, s ([12, 4.1]); unsere Forderung dim/w, s>~ 5 besagt also 
dim K/> 3 
oder 
dim K ~ 2 und der Kern der Ebene ist C. 
Nach 2.4 wirkt K auf L®\{s} =~4 als lineare Gruppe und folglich (bis auf 
Konjugafion) als Untergruppe von SO(4). DaB K dort wie SO(4) wirkt, 
wurde in 3.5 (auBer fiir den desargueschen Fall) bereits ausgeschlossen. 
Angesichts der Untergruppenstruktur vonSO (4) (3.1) kommen also nut die 
folgenden M6glichkeiten 4.1--4.3 in Betracht: 
(lo0 K I L® -~ U(2) 
4.1. 
Off) K I L® ~ LO(4) ~ Spin(3). 
In beiden F~illen exisfiert eine kompakte zusammenh/ingende auf L~ fast 
effekfive Untergruppe A yon/'re, s mit 
l A I L~ -~ LO(4) 1" 
Das Spin(3)-Lemma 3.4 zeigt dann A-~Spin(3) und 
LKer (~) = R 1; 
also ist K gleich der gr6Bten kompakten Untergruppe M yon/'w,s und 
infolgedessen charakterisiert umgekehrt die Existenz einer Kollineations- 
gruppe A der genannten Art die Gesamtheit der hier in Rede stehenden 
F/ille. Gleichbedeutend damit ist, dab/'w, s transitiv aufL~\{s, w} = R4\{0}, 
ni Anbetracht der auf L~\{s} transitiven Scherungsgruppe also 
[ /" zweifach transitiv auf L®\{s} ]
wirkt. Als m6gliche Dimension der Kollineafionsgruppe erh/ilt man aus 
/'w,s=M.R. Y=K.R. Y 
(lo 0 dim/" = 18 
Off) dim/" = 17 
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Die Ebenen dieses Typs werden in § 5 im einzelnen bestimmt. Dabei wird 
ausschlieBlich yon der Existenz yon A Gebrauch gemacht, weshalb wir 
Ebenen dieser Art kurz als Spin(3)-Ebenen bezeichnen. Im Spin(3)-Lemma 
3.4 ist schon einige Vorarbeit geleistet. Als Resultat werden wir gerade die 
Ebenen (al)-(a3) des Klassifikationssatzes erhalten. Insbesondere wird sieh 
ergeben, dab der Fall (1/3) iiberhaupt nicht auftritt, dab also eine Kol- 
lineationsgruppe A der genannten Art schon K I L~ g U(2) erzwingt. -
4.2. 1(2) KILo~ ~ SO(3) ]. 
K wirkt dann auf L~o\{s} = R 4 linear konjugiert zu SO(3) und halt infolge- 
dessen eine yon S und W verschiedene Ursprungsgerade E fest. K wirkt 
effektiv auf W, S und E und induziert dort isomorphe Transformations- 
gruppen, da eine axiale Kollineation mit diesen Fixgeraden ut Loo als 
Achse haben kann. Als Oberlagerungsgruppe vonSO(3) ist K isomorph zu 
Spin(3) oder SO(3) und wirkt also auf den geeignet mit R 4 identifizierten 
affinen Geraden W, S, E als LO (4) bzw. SO (3)_ SO (4). Wit betrachten die 
beiden M6glichkeiten getrennt: 
[(200 K~Spin(3). In diesem Fall studieren wir die Situation in der dualen 
Ebene ~* von ~:  auf deren Translationsachse L* (dem Geradenbiischel 
in ~ dutch das Translationszentrum s) wirkt K als LO(4), da K auf der 
Koordinatenaehse W yon ~ so wirkt. In ~* stellt also K eine Kollineations- 
gruppe A mit den Eigenschaften dar, die die F~ille 4.1 kennzeiehnen. Wit 
erhalten also 
I duale Ebenen der Spin(3)-Ebenen ]. 
Im andern Fall 
l(2/3) K~SO(3)I l~il3t K einen von 0 verschiedenen Punkt e~E lest. Ko- 
ordinatisiert man nun die affme Ebene von ~ beziiglich W und S als 
Koordinatenachsen u d e als Einheitspunkt dutch eine vierdimensionale 
reelle Divisionsalgebra D (also mit e=(1, 1)), so besteht die Gruppe Gw, s,e 
der /4, S und e festlassenden Kollineationen bekanntlieh genau aus den 
Abbildungen der Form 
(x, y) ~ (~0(x), ~(y)), 
wo q~ ein Automorphismus der Divisionsalgebra D ist; dies l~igt sich leicht 
etwa aus der Darstellung von Gw, s durch Autotopismen yon D (2.3) ablesen. 
Wegen K_  Gw. s., hat also D mindestens dreidimensionale Automorphismen- 
gruppe. Nach [13] sind die vierdimensionalen reellen Divisionsalgebren mit 
mindestens dreidimensionaler Automorphismengruppe gerade die Algebren 
D~ (7>0) des Klassifikationssatzes. 
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Deren Automorphismengruppe ist stets isomorph zu SO(3); gedeutet als 
Kollineationsgruppe ~ der Ebene N~ fiber D~ wirkt sie effektiv auf LB. Fiir 
die sie enthaltende zusammenh~ingende gr6Bte kompakte Untergruppe M
der Kollineationsgruppe Fw, s von N~ hat man aufgrund er Untergruppen- 
struktur von SO(4) die M6glichkeiten M[L~=ZIL+~-SO(3)  oder 
M IL~_~SO(4). Nach [12, 2.6] ist der Kern yon D~ isomorph zu R, was 
leicht auch unmittelbar nachgerechnet werden kann; infolgedessen ist M 
fast effektiv auf L+. Nach 3.5 ist im Fall M IL~ ~-SO (4) die Ebene desar- 
guesch, d.h. D~ ein K6rper und daher (Rechnung oder [13]) ~:= 1. Fiir ~:¢ 1 
wird also M IL~ =~IL~ von M endlich fiberlagert und wegen ~___ M folgt 
Z= M, da M zusammenhangend ist. 
Wit erhalten also, mit K= Mg SO(3), im vorliegenden Fall genau die 
[ Ebenen fiber den Algebren D, (0 < z ¢ 1) ]. 
Wegen Fw, s=M.R • Y kennen wir ferner bereits die Zusammenhangs- 
komponente 
/'w, s = {(x, y) ,-* (rq)(x), sqo(y)) / r, s e R ° ; ~o e hut (D,)} 
-~ R ° x R ° x 80(3) 
ihrer Kollineationsgruppe Gw, s. Insbesondere ist 
Ker (N) = R 
d im/ '  = 17 
In [13] liel3en sich diese Informationen auch mit einem eher algebraischen 
Ansatz gewinnen; die im Klassifikationssatz angegebene Struktur yon Gw.s 
ist dem Korollar yon [13] zu entnehmen. Fiir verschiedene 7: sind die sich 
ergebenden Ebenen nicht isomorph, da die zugeh6rigen Algebren nach [13] 
nicht isotop sind. - 
4.3. SchlieBlich bleibt noch der Fall, dab ~ komplexen Kern hat und K 
auf L~o wie eine zweidimensionale Untergruppe yon SO (4) wirkt: 
(3) K I L~, ~ -~2 
Ker (~) = C 
dim/" = 17 
Die Ebenen dieser Art werden in §6 im einzelnen bestimmt; es werden rich 
genau die Ebenen fiber den Algebren yon Rees ergeben. 
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5. EBENEN MIT ZWE!FACH HOMOGENER 
TRANSLATIONSACHSE 
Zur Bestimmung aUer Spin(3)-Ebenen (4.1 der Obersicht) zeigen wir zu- 
n~ichst: 
5.1. SATZ. Die Spin (3)-Ebenen sind genau die Ebenen ~"~ und ~--w i~ber den 
Divisionsalgebren 7s~ und T~ w des Klassifikationssatzes. 
Die Frage nach der vollen Kollineationsgruppe und den Isomorphietypen 
wird dann anschlieBend gekl~irt. Oblich notierte Multiplikation versteht sich 
im Quaternionenk6rper H, den wir als Vektorraum fiber die Basis {1, i,j, k} 
mit E 4 identifizieren. Koordinaten und Matrizen beziehen sich stets auf diese 
Basis. Die Multiplikation in nichtassoziativen Divisionsalgebren wird zur 
Unterscheidung dutch o wiedergegeben. 
Der Beweis yon 5.1 besteht aus den folgenden beiden Lemmata: 
5.2. LEMMA. Sei ~ eine kompakte achtdimensionale Translationsebene vom 
Lenz-Typ V mit einer kompakten zusammenhiingenden fast effektiv auf L~o 
als Spin(3) wirkenden Untergruppe Avon Gw, s. Dann ist ~ die Ebene i~ber 
einer der Divisionsalgebren T s oder T w, deren Multiplikation sich durch 
Deformation der Quaternionenmultiplikation mittels einer geeigneten Defor- 
mationsmatrix A ~ GL(4, ~) mit 
A(1) = 1 
in der Form 
m o x = m . A (m -1 " A-~(x) " m) 
bzw. 
m ox = A-1 (b" A (b-ix)- b-~) 
mit (fi~r TWa ) 
b " A(b-~) • b -~ = A(m) 
(0 #m, x~H = R ~) darstellen liiflt. Bis auf Algebraisomorphie kann dabei A 
in der Gestalt 
.A= 
[I c~ 0 0 
Yl Y2 Y3 
01 ~= ~3 
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gewahlt werden 6. Umgekehrt ist in affinen Koordinaten fiber T~ 
A = {(x, y) i~ (A (a. A- l (x)  • a- l ) ,  ay) / a ~ Spin(3)} 
bzw. i~ber T~ 
A = {(x, y) ~ (ax, A-1 (a" A(y).  a-1)) / a e Spin(3)} 
eine Kollineationsgruppe d r genannten Art. 
Beweis. Nach dem Spin(3)-Lemma 3.4 lassen sich auf Koordinaten- 
achsen W und S lineare Koordinaten ~: und ~ aus H = R '~ so einfiihren, dab 
auf der affinen Ebene Wx S von 
A = {(~, ~/) ~ (a~a- 1, a~) / a e Spin(3)) (l-S) 
oder 
A = {(~, ~7) ~ (a~, a~Ta -1) / a e Spin(3)}. ( l-W) 
Die affine Ursprungsgerade E dutch den Punkt e =(~=1,  ~/=1) ist ein 
Untervektorraum yon W x S und komplemenffir sowohl zu W als auch zu S; 
sie hat daher die Gestalt 
wobei AeGL(4, ~), A(1)=I.  Im Hinblick auf die Koordinatisierung der 
affinen Ebene durch eine Divisionsalgebra D mit W und S als Koordinaten- 
achsen unde als Einheitspunkt werden un auf Wund Slinear transformierte 
neue Koordinaten x und y eingefiihrt derart, dab 
z = {(x ,x ) /x~"  = H} 
wird urld dab e auch ira (x, y)-System die Koordinaten (1, 1) beh~ilt; z.B. 
x = A~, y = ~ (2-S) 
oder 
x = ~, y = a-~(~/). (Z-W) 
Transformiert man (1-S) mit (2-S) und (l-W) mit (2-W), so erh~ilt man fiir 
A die in der Behauptung angegebene Darstellung. Zusammen mit Streckun- 
gen in S- oder W-Richtung fiihrt A je nach Fall zu einer auf S\{0} scharf 
transitiven Kollineationsgruppe 
H s = {(x,y) ~,(a(b 'A -~(x) .b -1 ) ,by) /beH ×} 
6 Die angegebenen Multiplikationen liefern selbstversffindlich nicht ffir jede Matrix A 
eine Divisionsalgebra; warm das der Fall ist, wird in 5.3 bestimmt. Ungekl~irt st die fiber 
den Rahmen dieser Arbeit hinausgehende Frage, ob sie fiir gewisse A nichtdistributive 
QuasikSrper definieren, ob sich also die hier besprochenen Ebenen yore Lenz-Typ V in 
eine umfassendere Klasse von Translationsebenen einordnen. 
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oder zu einer auf W\{0} scharf transitiven Kollineationsgruppe 
H w = {(x,y) ~ (bx, A - l (b .A(y ) .b -a ) ) /beH×}.  
Sie wird nun benutzt zur Bestimmung der Multiplikation o yon D; dabei 
sind die beiden F~ille getrennt zu behandeln: 
Fall (S). H s h~ilt die zu Sparallele Gerade {(1, y) /y~D} lest und wirkt 
scharf transitiv auf ihren nicht in W liegenden Punkten. Die Ursprungs- 
gerade {(x, m ox) / xeD} durch (1, m) ist die Transformierte der Geraden E
unter derjenigen Kollineation aus H s, die (1, 1) in (1, m) iiberfiihrt, also 
gleich {(A(m.A-~(x) .m-1) ,m.x)  /x~R4}. Fiir d=A(m.A , l (x ) .m -~) ist 
also mod=m.x,  d.h. 
rood= m" A (m-~ " A- l (d)  " m). 
Fall (W).  H w htilt die zu W parallele Gerade {(x, 1) / x~D} fest und 
wirkt scharf transitiv auf ihren nicht in S liegemen Punkten. Es gibt also 
genau ein b ~H × derart, dab die Bildgerade {(bx, A-1 (b.A(x). b-1)) / x~4} 
von E unter der Kollineation (x, y) w, (bx, A - 1 (b" A(y). b- 1)) die Ursprungs- 
gerade der Steigung m ~ 0 durch (1, m) ist. Dieses b erfiillt A-  1 (b. A(x). b- ~) = 
=m fiir bx=l ,  also 
Es ist dann 
also 
b . A(b- 1). b- ~ = A(m). 
m o (bx) = A -~ (b. A(x). b-1), 
m o d = A -1 (b" A (b-ld) • b- l ) .  
Dies sind gerade die behaupteten Multiplikationen. - Die Rotationsgruppe 
S0(3)={~S0(4) ]~b(1)=1} besteht aus Automorphismen der Quatern- 
ionenmultiplikation; man verifiziert damit unmittelbar, dab ~SO(3)  ein 
Isomorphismus der mit den Deformationsmatrizen A einerseits und q)-iAq~ 
andererseits definierten Multiplikationen ist. Mit der Koordinatenprojektion 
z~v:H~R:xl +x2i+x3j+x4k~xv seinun 
vl  = {x <i,j, / o A(x) = 0},  
q)l eine Rotation aus SO(3), die den von j und k erzeugten Unterraum 
<j, k> yon H in V1 iiberfiihrt, sodann 
und schlieglich ~b2 eine Rotation, die i festl/igt und j in <j, k> c~ V2 transfor- 
miert. Dann bildet q~; l~b~-IA~blq)z den Unterraum (L k> in <i, j, k> und j 
in (j, k> ab. Bis auf Isomorphie k6nnen wir also annehmen, dab A selbst 
diese Eigenschaften hat; die Matrix yon A hat dann die in der Behauptung 
notierte Form. [] 
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5.3. LEMMA. Die Matrix A sei auf die in 5.2 angegebene Gestalt normiert. 
Dann liefern die dort definierten Multiplikationen genau dann Divisions- 
algebren, wenn A spezieller sogar die Form 
A = 
A = 
[1 -6  
l 
I 
(fiir T s) 
y 0 
I 
bzw. 
hat. Die Definition der Multiplikation in T~ vereinfaeht sieh dann gegeniiber 
5.2 zu 
mox = A- l (m -1 "A(mx) 'm) .  
In A k6nnen bis auf Algebrenisomorphie y durch 1 und o~ bzw. ~ dutch Is] 
bzw. I0]Y[ ersetzt werden; 1sa und TWa sind dann die Algebren T s und T w 
des Klassifikationssatzes. 
Bemerkung. Aus der Definition von T s und T w ersieht man unmittelbar, 
dab genau fiir ~ = 0 bzw. ~ = 0 ein Kfrper (n~imlich der K6rper der Quatern- 
ionen mit umgekehrter Multiplikation) entsteht. 
Beweisfiir T s .  Notwendig dafiir, dab die Multiplikation 
m o x = m " A (m -1 " A-a(x) " m) 
eine Divisionsalgebra T s liefert, ist die Linearitiit des Ausdrucks mox in m 
ffir alle festen x~0 (als Konsequenz der Rechtsdistributivifftt der Multi- 
plikation). Diese Bedingung ist dann sogar hinreichend: Die Linksdistribu- 
tivit/it ist in T s ohnehin gegeben; und die Determinante d r Linksmultiplika- 
tion x~mox mit m¢O ergibt sich ohne weiteres als die Determinante der 
Rechtsmultiplikation mi tm im K6rper H, ist also von 0 verschieden; d.h. 
die Linksmultiplikation x~mox ist bijektiv. Dann ist aber auch m~mox 
(ffir festes x¢0)  bijektiv, sofern linear: sonst g/ibe es m~0 mit mox=0, 
im Widerspruch zur Nichtsingularitat der Linksmultiplikation mit m. 
Nach Definition ist nun mox genau dann linear in m ffir alle x, wenn die 
Eintr/ige der Matrix der linearen Abbildung 
m . A (m- 1 _ m) : y ~ m " A -  ~ (m- lym) 
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Linearkombinationen der Komponenten (m~, m2, m3, ms) von m sind. Mit 
der bekannten Matrizendarstellung der Quaternionenmultiplikation und 
dem allgemeinen Ansatz fiir A aus 5.2 ist 
1 
m . A (m- l _  m) = - -  y 
I E,i,  0 2 2 2 2 trtt +m 2 - -m 3 - -m 4 O 2 (m2m3 -- mira4) 
[ 0 2 (m2m4+mdna) 
3 
ml -m2 --D~3 -msl  
I 
m2 ml -m4 m3 ] 
I ma m, mz --1772 
m 4 - -m 3 m2 mi  ] 
0 
2 (mlm4+m2m3) 
2 2 . 2 2 mx--m2+mz--ms 
2(m3m4--mlm2) 
[1 o¢ 0 0 ]  
o [o o 
0 71 72 73 
t0 
2(m2ms-mlm3) 
2(m3m4+mlm2) 
m~-m~ 2 2 
- -m 3 +D14 ] • 
Die Eintr/ige dieser Matrix haben die Form eines homogenen Polynoms 
dritten Grades in m~, m2, m3, ms (mit den Eintr~igen yon A als Koeffizien- 
ten), das noch dutch ~m~ zu dividieren ist. Ein solcher Ausdruck kann nut 
dann Linearkombination der m~ sein, wenn im genannten Polynom die 
Koeffizienten der gemisehten Produkte m,m,m, ffir paarweise verschiedene 
v,/z, n verschwinden. Auswertung dieser Bedingamg flit den Matrixeintrag 
in Position (2, 2) liefert 72 =83 (fiir mzm3m4), 82= -Y3 (flit m~m3m~) und 
t33 =0 (fiir mlm2m4). Die Matrix A muB also spezieller die Gestalt 
1 0¢ 
o o 
A= 
7i 7 8 
81 -8  7 
haben. Neuansatz mit dieser Matrix und entsprechende Auswertung der 
Position (3, 3) liefert dann weiter o~ = -8  (in mlmams), fl =7 (in m2mam4), 
7x=0 (in mlm2ma) und 8~=0 (in mlm2m4); damit ist fiir A bereits die 
behauptete Gestalt erreicht. Unmittelbare Rechnung ergibt dann 
m " A (m 21 m)  = 
ml -Sm~-ym2 -7ms-Sm4 8m~-ym4 [ 
I m2 7m~-Sm2 -Sm3+ym~ -7m3-Sms ms 8m3-7m4 7m~,Sm2 8m1+ym2 [ 
ms 7ma+Sm4 -Sml-ym2 7ml-~m2 J
und diese Matrix ist in der Tat linear in m. 
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Die Matrix von x~mox erh~ilt man daraus durch Rechtsmultiplikation 
mit 
--1 
1 -6  
? 
1-1 [1 6/y ] 
] I e O ~/(~2 + c~2) _6/(ez + 6z) 
-6  ~, [ 61(7 ~ + 6 =) ~,I(7 ~ + 6 ~) j 
und die Rechnung ergibt, indem man ~ = 6/~ setzt, gerade die im Klassifika- 
tionssatz angegebene Multiplikationsmatrix der Algebra Tg. Man verifiziert 
welter, dab (x~, x2, x3, x4)~(xl ,  -x2,  -x3,  x4) ein Algebra-Isomorphis- 
mus yon Tg auf TS_¢ ist, so dab Ns auf Isomorphismus ~durch ]~[ oder 
gleichbedeutend 7 urch 1 und 6 durch [~/9~[ ersetzt werden kann. - 
Beweisfiir T~. Als notwendiges Kriterium daftir, dab T~ eine Divisions- 
algebra ist, benutzen wir bier die Linearit/it yon Grr. sauf  der uneigentlichen 
Geraden Lo~ der Ebene fiber T~ (2.4). Die multiplikative Gruppe N × des 
Quaternionenk6rpers wirkt auf der affinen Ebene als die Gruppe H vz aus 
dem Beweis von Lemma 5.2; auf dem Raum Loo\{s} der yon S verschiedenen 
Ursprungsgeraden, den wir wie immer fiber die Steigungen mit Ta TM identifi- 
zieren, wirkt sie effektiv. Fiir rsN × wirkt r" 1 ~H × =H rr dort als Streckung 
mit r -  ~; falls linear, ist also die Wirkung yon H w = H × auf der uneigent- 
lichen Geraden derart, dab bsH × dort den linearen Automorphismus 
q~b:T~TWa:z~o(b-1"9)-l(z)) mit geeignetem von b unabh/ingigem 
99~ GL(4, R) bewirkt. Insbesondere muB dann ~b--=r(1) linear von b abhgngen. 
Nun wird (siehe Beweis von 5.2, Fall (IV)) die Ursprungsgerade r Steigung 
1 unter b e ~ × = H w in die Ursprungsgerade r Steigung A- ~ (b. A(b- ~). b- ~) 
iibergefiJhrt, so dab sich als notwendiges Kriterium die Linearit~t yon 
c -1.A(c).c als Funktion von c e H × ergibt. Mit dem allgemeinen Ansatz 
fiir A aus 5.2 ist in Koordinaten 
c - l 'A (c ) ' c  = 
, c2+c3+c 2 0 0 
=l__l_. 0 2(clc4+e2c3) 2(c2e4-c~c3) 
- -C2" i -Cz - -C4  2(C3C4"FCLC2)  
2¢3c4-c~c2)  2 2 2_~c~ C 1 - -  C 2 - -  C 3 
1 
0 
o 
0 
0 
0 
0 
dl 62 
0 2L2 4-d 
CI-~ C 2 - -  
2(c2ea-clc4) 
2 (c2c, + cl c3) 
0] cl / 
~3 / c2., 
~'a c3 
63 c4 J 
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die Komponenten dieses Vektors haben wieder die Form eines durch ~ c 2 
dividierten homogenen Polynoms dritten Grades in den c, und die Lineari- 
ffitsbedingung besagt insbesondere das Verschwinden der Polynomterme in 
cxczc, ftir paarweise verschiedene 2, #, ~. Auswertung dieser Bedingung fiir 
die 2. Komponente von c- I. A(c). c liefert d 1 = 0 (in cl c2 ca), 71 = 0 (in cl c2 c4), 
72=0a (in clcac4) und Ya =-G2 (in c2cac4); ftir die 3.Komponente ergibt 
sich t31 =Oa (in clc2e4),/3a =0 (in c2eac4) und 32 =0 (in clc2c3), womit fiir A 
bereits die behauptete Gestalt 
[1 ~ 0 
A= ! 7?  (1) 
erreicht ist. Mit diesem Ansatz fiir A ist aUgemeiner sogar die Matrix 
c -~ " A (e_ )  "c  = 
= 7"  c - * (c - )  "c  + c -~ .  
0 
0 o] (c_ ) . c  + 
+c-~.  
0 
0 
l °oi (¢_ )  " C 
=y' (_c )  + (1 -7 )  
l e t  
L 
- -  c 2 - -  Ca  
0 
0 
0 
-c41 
] 
+o~ 
c2 cl - -  C4  
0 
0 
0 
C3 
=[ c 1 + c¢c2 7c2 yea 
yc, 
- -  C2 -{- Lxcl 
7C~ 
-yc4 
)'ca 
- -  6, 3 - -  o¢c 4 
7c4 
~,c~ 
-7c2 
C 4 + o¢C3 /
-yea 
yc2 [ 
7c~ J 
(2) 
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linear in c; und ihre erste Spalte c -1 "A(c).c ist ersichtlich gleich A(e). Nach 
Definition der Multiplikation in Taw ist dann ftir m = A-  1 (b" A(b-  1). b -  l) 
=A- l (A(b -1) )=b -1 
mox =A- l (b 'A (b - ix ) 'b - i )  =A- i (m-a .A(mx) .m)  (3) 
und dies ist nach (2) linear in m und x. Zudem liest man daran wieder ab, 
dab die Determinante der Linksmultiplikation mit m gleich der Determinante 
der Quaternionenlinksmultiplikation ist und schliel3t daraus genau wie im 
ersten Tell des Beweises, dal3 genan fiir die Matrizen A der Gestalt (1) die 
in Rede stehende Multiplikation eine Divisionsalgebra T  w definiert. 
Die explizite Darstellung der Linksmultiplikation i T w als Matrix erNilt 
man nach (3) durch direkte Rechnung aus (2); oder aber, indem man 
bemerkt, dab sich bei der besonderen Gestalt yon A alle Produkte von 
Basiselementen 1, i , j ,  k wie bei der umgekehrten Quaternionenmultiplika- 
tion ergeben mit Ausnahme der beiden Produkte 
j o k = A - ~ ( - j  . (oc + 70 . j )  
= A -1  ( ( -o~j  + 7k)  . j )  = A -1  (c¢ - y i )  = 2~ - i 
k o j  = A -1 ( -k .  (-o¢ - 7 i ) .  k) 
= A -1  + k )  = A -1  + = + i .  
Man erhiilt so genau die Multiplikation der Divisionsalgebra T~ des 
Klassifikationssatzes. Die Normierung auf 0¢~>0 wird wieder ermSglicht 
dutch den Algebra-Isomorphismus (xl, x2, x3, x4)~ (xl, -x2,  -xa,  x4) 
yon T~ auf T_W~. [] 
Wir wenden uns jetzt Kollineationsgruppen u d Isomorphietypen zu. 
5.4. SATZ. Die die Koordinatenachsen festlassenden Kollineationen der Ebene 
: '~  iiber T~ (o¢ >0) bilden die im Klassifikationssatz unter (a2) angegebene 
Gruppe Gw, s. lnsbesondere ist Gw, s [ W-~ U(2) x R ° und Gee, s I S ~- SO(3) x R × 
Fiir verschiedene cc> 0 sind die zugeh6rigen Ebenen nichtisomorph. 
Beweis. Zun~ichst bestimmen wit die Zusammenhangskomponente Fry, s 
voff Gw, s. Nach 5.3 1/iBt sich die Multiplikation in T w durch 
mit 
m o x = A- t  (m-1 .  A (mx) .  m) 
i 
A= 
1 
[ i 
(i) 
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darstellen; nach 5.2 enthalt-Pw, s die zu Spin(3) isomorphe Gruppe 
A = {(x, y) ~ (ax, A-t (a. A(y)" a-i)) / a e Spin(3)}. 
Die Gruppe 
so(2)  = {H -~ H :x  ~ zxz -1 /ze<l ,  i>} 
der eigentlichen Rotationen yon <j, k> kommutiert elementweise mit der 
Matrix A und besteht aus Automorphismen des Quaternionenk6rpers. An 
(1) liest man ab, dab sie folglich auch in der Automorphismengruppe von 
T~ enthalten ist; es wird sich im iibrigen ergeben, dab es sich sogar um die 
voile Automorphismengruppe von T~ handelt. Sie tibersetzt sich in die 
Torusuntergruppe 
T = {(x, y) ~-~ (zxz -1, zyz -1) / ze(1 ,  i)} 
von -Pw.s. Die Vertauschbarkeit yon A und SO(2) l~il3t die yon A und T 
sowie den Streckungen mit positivem reellem Faktor in den Achsenrichtun- 
gen erzeugte Kollineationsgruppe E in der Form 
E={ (x'y)~(taxz-~'rA-l(a'A(y)'a-1))/r't>O;aeH;/ze(1,i>; Ilall = 1 = Ilz[I}(2) 
schreiben; sie ist zusammenh~ingend und 6-dimensional. Die Obersicht des 
§4 zeigt andererseits, dab die Dimension der vollen Kollineationsgruppe 
hfchstens 18, also dim/w, s ~< 6 ist; folglich ist N =/'w. s. Im Klassifikations- 
satz wurde lediglich die Schreibung mit Hilfe von (1) iibersetzt. 
Als n~chstes wenden wit uns der Isomorphiefrage zu und folgern aus der 
Existenz eines Isomorphismus projektiver Ebenen w ~v ~: Y'~ ~aa,  dab oc =/5. 
k~ ftihrt Translationsachse in Translationsachse und Translationszentrum 
in Translationszentrum fiber (2.1). Wegen der Transitivitiit der Translations- 
und Scherungsgruppen sowie der Transitivitiit yon -Pw, s auf dell yon S und 
W verschiedenen Ursprungsgeraden kann man dann annehmen, dab W die 
Koordinatenachsen S und W in S und W und die Einheitsgerade E durch 
(1, 1) in E iiberfiihrt. Wie man an der Darstellung (2) abliest, wirkt/'w,s 
auf S= R 4 wie die um die positiven reellen Streckungen erweiterte Gruppe 
der 1 festlassenden eigentlichen Drehungen; insbesondere ist der einzige 
eindimensionale Teilraum yon S, der unter ganz/'w,s in beiden Ebenen 
festbleibt, der durch (0, 1)eS. Folglich ist ~(0, 1)=(0, r) mit reR × und 
dutch Komposition mit einer Streckung kSnnen wir also noch erreichen, 
dab ~(0, 1)=(0, 1), wegen 7t(E)=E also W(1, 1)=(1, 1) ist. Dann ist 
W=((x,y)l~(Cx, Cy)) mit einem Algebra-Isomorphismus C von T w auf 
T~ v. Ober die dort eingefiihrten Koordinaten idenfifizieren wir nun die 
Koordinatenachse W beider Ebenen mit H und fassen W I W= C als linearen 
Automorphismus yon H auf. Bis auf Streckungen wirkt/~w,s auf W= H als 
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U(2); wegen 7z- 1 O/w, s ° ~=-Pw, swird also U(2) von C normalisiert. Wegen 
C(1) = 1 geht unter C die Einheitssph/ire in H als Bahn unter dem einzigen 
dreidimensionalen zusammenh/ingenden Normalteiler LO (4)yon U(2) in sieh 
fiber; ebenso bildet C den yon j und k aufgespannten U terraum auf sich 
ab, da dieser der einzige zweidimensionale 1 nicht enthaltende Unterraum 
ist, der unter dem einzigen eindimensionalen zusammenh/ingenden Normal- 
teller {H-~H :xJ~xz / ze(1, i); [[zll = 1} yon U(2) invariant bleibt. Ins- 
gesamt ist also CeO(4), C(1)=1 und C(i)= _+i. Durch Komposifion mit 
einem geeigneten Element der bereits bekannten Automorphismengruppe 
SO(2) von T~ erh~ilt man aus C also entweder die Identitiit oder eine der 
Abbildungen, die (xl, x2, x3, x4) in (x~, xz, -x3 ,  x4) bzw. (xl, -x2,  x3, x4) 
bzw. (x~, -xz ,  -x3 ,  x4) fiberffihren; unter diesen vier Abbildungen muB 
sich ein Algebra-Isomorphismus von T~ w in T~ v befinden. Direkte Nach- 
priifung schlieBt die nichtidentischen Abbildungen aus; es ist also notwendig 
o~ =/3, was gezeigt werden sollte. 
Zur Reduktion yon k~ haben wir nur Kollineationen aus I'w,s sowie 
Streckungen mit (nicht notwendig positivem) reellem Faktor verwendet. 
Ffir 0~=/3 zeigt dieses Argument also noch, dab jede Kollineation aus 6w.s 
Produkt yon solchen Streckungen mit Elementen aus 1-'w, s ist; damit ist 
auch 6w, s bestimmt. [] 
Indem man im Beweis lediglich die Rollen yon S und W vertauscht, ergibt 
sich v611ig analog: 
5.5. SATZ. Fiir die Ebene j -s  fiber T s (c¢>0) ist Gw, s die im Klassifikations- 
satz unter (al) angegebene Gruppe. Insbesondere ist Gw, sl W~-SO(3) x •× 
und Gw, s I S ~- U(2) x ~o. Fiir verschiedene o~>0 sind die zugeh6rigen Ebenen 
nichtisomorph. [] 
Es bleiben jetzt nur noch Isomorphiefragen zwischen den beiden Einpara- 
meterfamilien yon Spin (3)-Ebenen zu kl~iren; nach 4.2 der Obersicht haben 
wir dabei auch deren duale Ebenen ( j s ) ,  und (3-~)* zu beriicksichtigen. 
5.6. SATZ. (•w). ist isomorph zu J -~ fiir geeignetes 7. FOr beliebige 
o~, /3, ~ > 0 sind die Ebenen ~-s, ( j s ) .  und 9-~ paarweise nichtisomorph. 
Beweis. In ~ wirkt der zu Spin(3) isomorphe Normalteiler A yon 1-'w, s
effektiv auf W und L~o, also auch auf dem Bfischel der Geraden durch das 
Translationszentrum s und auf dem Bfischel der Ursprungsgeraden. Diese 
Bfischel tibernehmen i der dualen Ebene die Rolle von Lo~ und W; (~--w), 
ist also ebenfalls eine Spin(3)-Ebene, und zwar yore W-Typ, da naeh 5.5 in 
den Ebenen vom S-Typ 6w.s [ Wisomorph zu SO(3) x R × ist und also keine 
zu Spin(3) isomorphe Untergruppe nth~ilt. Dies zeigt aueh, dab die duale 
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Ebene einer Ebene vom S-Typ keine Spin(3)-Ebene, also nicht isomorph 
zu ~s  oder j -w ist. Das unterschiedliche Y rhalten yon 6w, s auf der durch 
Inzidenz mit dem Translationszentrum ausgezeichneten Koordinatenachse S 
in ~--s und ojw (5.4; 5.5) zeigt schlieBlich, dab auch diese beiden Ebenen 
nicht isomorph sein kSnnen. [] 
6. ]~BENEN MIT GROSSEN STRECKUNGSGRUPPEN 
¢3ber die unter 4.3 der Obersieht fallenden Ebenen gibt der folgende Satz 
Auskunft: 
6.1. SATZ. Die niehtdesarguesehen achtdimensionalen kompakten projektiven 
Ebenen vom Lenz-Typ Y mit komplexem Kern, in denen eine kompakte zu- 
sammenhiingende Untergruppe K yon 6w, s fast effektiv als zweidimensionale 
Torusgruppe auf Loo wirkt, sind genau die Ebenen ~ fiber den REEssehen 
Algebren Ro (O<~<z~), deren Multiplikation in C 2 durch 
m2 z2 ,,mlzz + m25t / 
definiert ist v. Die Zusammenhangskomponente der Kollineationsgruppe Gw, s 
yon ~ ist in affinen Koordinaten fiber R~ 
/'w s = xl Yl ~ , a, b, e ~ " lie[[ = 1 
" x2 ' Y2 \ \aex2/  kbcy2/ / l  
und 6w, s f  w, s ist isomorph zu Z2 x 772, wobei Erzeugende der Faktorgruppe 
yon den Kollineationen 
(~ ! : ~ I--> 
xz Y2 xl Yl 
und 
\ \x2,]  Y2 \ \xz /  \ Yl ] /  
repriisentiert werden. Ffir versehiedene v~e(O, ze) sind die zugeh&igen Ebenen 
nieht isomorph. 
Beweis. K tiberlagert die zweidimensionale Torusgruppe K[L~o endlich 
und ist folglich selbst eine solche. Nach Voraussetzung ist die Streckungs- 
gruppe -Pro,r.=] der Ebene zu C × isomorph; sei T~-SO(2) ihre maximale 
kompakte Untergruppe. Nach [12, 4.1] kommufiert die zusammenh~ingende 
Gruppe K mit Pro, L®1; da K fast effektiv aufL~o wirkt, d.h. endlichen Schnitt 
mit /'C0,L=] hat, erzeugen folglieh K und T eine dreidimensionale Torus- 
7 t3blich notierte Multiplikation und Konjugation verstehen sich jetzt in den komplexen 
Zahlen. 
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untergruppe d yon/'w,s. Sie wirkt, da kompakt und zusammenh~ngend, 
auf den geeignet mit R 4 identifizierten Koordinatenachsen S und W als 
Untergruppe yon SO(4). Da SO(4) keine dreidimensionalen kommutativen 
Untergruppen besitzt, hat die Wirkung yon A auf S bzw. auf W einen 
(kompakten) Ineffektivit/itskern positiver Dimension. Dieser kann nach 2.6 
aufgefaBt werden als multiplikative Untergruppe des Links- bzw. Mittel- 
nukleus einer koordinatisierenden Divisionsalgebra D. Da R × keine kom- 
pakten Untergruppen positiver Dimension besitzt, sind diese Nuklei also 
beide isomorph zu C ×, und nach dem Hauptergebnis yon [17] ist D isotop 
zu einer der Algebren Ra, folglich (2.5) die betrachtete Ebene isomorph 
zu ~.  
Wir untersuchen nun die Ebenen ~ n~her. Kern, Mittel- und Links- 
nukleus von R~ sind gleich dem Unterk6rper 
wie man unmittelbar verifiziert. Dieser assoziiert also mit ganz Ra in allen 
Positionen, und infolgedessen ist Konjugation mit einem seiner Elemente 
ein Automorphismus yon Ra. Man erh/ilt so die zu SO(2) isomorphe Auto- 
morphismengruppe 
{ } A = Ra--~R~: w, ceC ×, [Icll--1 . 
Z2 CZ2 
Llbersetzt man diese als Untergruppe der Kollineationsgruppe l"w,s yon 
Na und nimmt noch die Streckungen mit Elementen aus dem Nukleus N 
in den beiden Achsenrichtungen hi zu (2.6), so erh~ilt man gerade die in der 
Behauptung als/'w,s vermerkte Gruppe. DaB die so gefundene 5-dimen- 
sionale Gruppe tats~ichlich schon ganz _r'w, s ist, ergibt sich wegen des Zu- 
sammenhangs yon -Pw, s am bequemsten aus Dimensionsiiberlegungen an- 
hand der Llbersicht des §4: Da ~a eine zu C × isomorphe Streckungsgruppe 
in S-Richtung besitzt, hat die duale Ebene ebenso wie Na selbst komplexen 
Kern; ftir Ebenen mit dieser Eigenschaft scheiden die F/ille 4.1 und 4.2 aus, 
so dab nach 4.3 die Kollineationsgruppe g nau 17-dimensional, also l~w,s 
genau 5-dimensional ist. 
Zur Bestimmung von Gw, s/Pw, s betrachten wir eine beliebige Kollineation 
(B, C) : Ra x Ra --* Ra x Ro : (x, y) ~, (Bx, Cy) 
aus Gw, s; nach 2.3 sind B und C linear tiber R und erg~inzen sich durch die 
Wirkung P auf L~o zu einem Autotopismus von Ra mit 
<) o -- P o B . (1) 
mz g2 mz z2 
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Die einzigen linearen reell-zweidimensionalen Unterraume von W, die unter 
ganz/'w, s invariant bleiben, sind 
{(o {(x 
und l"w,s induziert auf diesen die Gruppe GO(2) aller eigentlichen Dreh- 
streckungen; entsprechendes gilt air S. Da (B, C) die Zusammenhangs- 
komponente/'w.s normalisiert, ffihren B und C diese Unterraume in sich 
fiber oder vertauschen sie und sind zudem (eventuell uneigentliche) Dreh- 
streckungen. Modulo/~w. s kann man dann weiter annehmen, dab B und C 
orthogonal sind und (10) in (10) oder (01) abbilden. 
/1 \  /n \  
Suchen wir zungchst nach einer Kollineation, die den Fall B{2}={~} 
\v/ \i/ 
und C( I~=(0~ realisiert. Nach dem Gesagten kann die orthogonale Ab- \ ] \ ]0  1 
bildung B modulo/'w, s so modifiziert werden, dab 
(Xl)x2 in \x~/(x2~' ( 2)xl , (x2)21 oder (22)21 
fibergeffihrtwird.(1)mitm=z=(;)liefertP(;)=(;)unddannmitbelie- 
bigem z, dab B = C. In den vier sich damit ergebenden Fallen ist noch nachzu- 
prfifen, ob iiberhaupt eine Kollineation vorliegt; man findet so etwa die 
KoUineation al der Behauptung. Modulo al kann man sich dann im weiteren 
auf den Fall B(;)=(10)beschranken. Ffir C(;)=(01)f indet man dann 
genau wie eben die Kotlineation az der Behauptung, die schlieBlich die Reduk- 
tionaufB(lo)=C(lo)=(lo)erlaubt.DannistaberB=C=PundBeinAuto" 
morphismus von Ra, wie man geometrisch oder abet an (1) sieht. Durch 
Komposifion mit einem geeigneten Element der bereits bekannten Auto- 
morphismengruppe A wird aus B die Identitfit oder die Abbildung 
(xa)~(x_l);x2 \Xz/ daletzterekeinAutomorphismusvonRoist, habe wirmital 
und a2 alle Erzeugenden yon Gw. s/Fw. s gefunden. 
Ein v511ig analoges Argument zeigt, dab ein Ebenenisomorphismus yon 
~2~ auf ~a die Isomorphie der koordinatisierenden Algebren Ra und R~ 
unter einer der Abbildungen 
(Zl)z2 ~ (Zl)z2 oder ( zl)z2 ~ (z~) 
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erzwingt, woraus O =2 folgt. Dieses Ergebnis 1/iBt sich auch daran ablesen, 
dab flit verschiedene v~ die Gruppen Gw, s als Transformafionsgruppen 
nicht isomorph sind. Man hat damit ein geometrisches Alternativargument 
fiir die Isotopiefrage hinsichtlich der Algebren Ro, die in [17, 3.2] auf 
algebraischem Wege gel/Sst wurde. []  
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